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Step 1. ∀i : ai ≥ 0이기 때문에 P (0) ≥ 0, x ≥ 0 ⇒ P ′(x) ≥ 0이며, 고로

P (x) = 0은 양수근을 가지지 않는다. 따라서 정수열 {bi}bi>0, {ci}ci≥0에 대해

P (x) =

n∏
i=1

(bix+ ci)

로 쓸 수 있다.

Step 2. 이제 a0 = 0임을 보이자. 만약 a0 6= 0이라면 ∀i : ci > 0이고,∏
bi(= an)과

∏
ci(= a0)가 동시에 1은 아니기 때문에 1보다 큰 bi나 ci가 있다.

따라서 a2를 비교하여

a2 =
∑

1≤i<j≤n

bibj
c1c2 · · · cn

cicj
>

∑
1≤i<j≤n

1 =

(
n

2

)

를 얻는다. 고로 a2 ≤ n이려면 n(n−1)
2 < n⇒ n ≤ 2이어야 한다. 그런데 방정식

2x2 + 1 = 0, x2 + 2 = 0은 유리근을 가지지 않는다.

Step 3. 이제문제의조건을만족하는 P (x)를구하려한다. Step 2.에의해

일반성을 잃지 않고 b1 = 1, c1 = 0이라 둘 수 있다. 즉

P (x) = x

n∏
i=2

(bix+ ci) = x(anx
n−1 + · · ·+ a3x

2 + a2x+ a1)

여기서는 a3을 비교하여,

a3 =
∑

2≤i<j≤n

bibj
c2c3 · · · cn

cicj
>

∑
2≤i<j≤n

1 =

(
n− 1

2

)

따라서 a3 ≤ n이려면 (n−1)(n−2)
2 < n ⇒ n2−5n+2 < 0 ⇒ n < 5이어야한다.

Step 4. 마지막으로 n ≤ 4에 대해서 문제의 조건을 만족하는 다항식을 모두

찾자.
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(1) n = 1일 때 P (x) = x

(2) n = 2일 때 P (x) = 2x2 + x, x2 + 2x

(3) n = 3일 때 P (x) = x3 + 3x2 + 2x, 2x3 + 3x2 + x

(4) n = 4일때 P (x) = x(b2x+c2)(b3x+c3)(b4x+c4) = x(a4x
3+· · ·+a2x+a1)

에서 a2를 비교하면

a2 =
∑

2≤i<j≤4
k 6=i,j

bkcicj >
∑

2≤i<j≤4
k 6=i,j

1 =

(
3

2

)

므로 a2, a3 > 3이다. 즉 a2 = a3 = 4이 되는데, 이는 문제의 조건에 모순된다.
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